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Zuriickfuhrung einer beliebigen algebraischen Gleichung auf
eine Kette von Gleichungen.

Von

0. HéLper in Gottingen.

Die vorliegende Arbeit bezweckt die Verallgemeinerung des folgen-
den Satzes, welcher das Fundament des Abel’ schen Beweises fiir die

Nichtanflosbarkeit der allgemeinen Glexchun"en von. hoherem als dem

finften Grad bildet.

" Weun eine Gleichuug durch Waurzelzeichen aufgeldst werden kann,
s0 vermag man stets der Auflssung eine solche Form zu geben, dass
die simmtlichen vorkommenden Radicale rationale Functionen der
Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.

Abel¥) geht dabei von der Voraussetzung aus, dass die Coeffi-
cienten der Gleichung rationale Functionen von irgend welchen un-
abhingigen Veranderlichen sind, und nimmt keine Riicksicht anf die
Natur der in die Rechnung eingehenden Constanten.

Will man die letzteren beachten, was selbstverstindlich unuwm-
ginglich ist, wenn man Gleichungen mit constanten Coefficienten mit
in den Kreis der Betrachtung zxehen will**), so muss der Ausspruch
des Satzes etwas modificirt werden.

Es muss zuerst ein Rationalititsbereich im Sinne des Herrn
Kronecker**) definirt werden, dem die Coefficienten der gegebenen
Gleichung angehdren. Wie Herr Kronecker ausgefiihrt hat ¥), lautet
dann die Behauptung dahin, dass die Hiilfsgrossen, d. h. die Radicale,

*) Vergl. Abel’s Werke IL Ausg., I. Bd. p. 72 bis 73.

**) Den Unterschied zwischen Gleichungen mit constanten und solchen mit
variabeln Coefficienten hebt Abel ausdriicklich in einer nachgelassenen Abhand-
lung hervor: Werke Bd. II, p. 219.

*¥¥) Cf. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen.
Berlin 1882. p. 3 bis 5.
1) Cf. Monatsberichte der Berl Acad, Sitzung der phys.-mnath. Classe vom
3. Marz 1879, p. 208,
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aus den Wurzeln der gegebenen Gleichung und gewissew FEinheils-
wurzeln sich rational zusammensetzen. Es versteht sich dabei von
selbst, dass die dem von vornherein gegebenen Rationalititsbereich
angehbrenden Grossen in die Ausdriicke mit eingehen kdnuen.

Man muss also Einheitswurzeln mit herbeiziehen; diese letzteren
sind nicht immer in den Wurzeln der urspriinglichen Gleichung rational,
Darin liegt ein Missstand,

Es empfiehlt sich deswegen, statt der Auflésung eiver Gleichung
durch Wurzelzeichen, d. b. statt ihrer Reduction auf reine Gleichungen,
zondchst nur die Reduction auf gewdhnliche Abel’sche Gleichungen
von Primzahlgrad vorzanehmen. Ich folge hierin einem Vorschlag,
den Herr F. Klein mir im miindlichen Verkehr gemacht hat. Wenn
eine Gleichung sich iiberhaupt auf eine solche Kette Abel’scher
Gleichungen zuriickfiihren lisst, so kann man es dabei so einrichten,
dass die Wurzeln der Hilfsgleichungen in den Wurzeln der urspriing-
lichen Gleichung rational sind, ohne dass man Einheitswurzeln ein-
zufithren nothig hatte. Man beschriinkt sich also dann auf solche
Irrationalititen, welche im Sinne von Herrn F. Klein*) zu den
nnatiirlichen® gehbren. Es werden bei dieser Betrachtungsweise die
Gleichungen der Galois’schen Methode directer zuginglich.

Die Reduction jeder einzelnen der erhaltenen Abel’schen Glei-
chungen von Primzahlgrad auf eine reine Gleichung ist dann jedesmal
besonders auszufiihren nach vorhergegangener Adjunction einer Ein-
heitswurzel.

Bei den nach dem gewdhnlichen Sprachgebrauch nichtaufldsbaren
Gleichungen kann man nun ihnlich verfahren: Man fihrt eine solche
Gleichung zuerst auf eine Kette von einfachen Gleichungen, d. h. von
Gleichungen mit einfacher Galois’scher Gruppe, zuriick. Die Reduction
einer jeden solchen einfachen Gleichung auf eine Normalgleichung mit
derselben Gruppe ist dann eine zweite Aufgabe, welche fiir sich be-
handelt werden kann und z. B. bei den Gleichungen fiinften Grades
ausfithrlich behandelt worden ist. Bei der Ldsung der ersten Aufgabe
kommt man mit den natiirlichen Irrationalititen aus.

Man wird dabei allgemein folgendermassen verfahren: Man stellt
zunichst eine einfache Hilfsgleichung auf, deren Coefficienten dem
urspriinglich gegebenen Rationalititsbereich angehdren. Wenn man
nun simmtlicke Wurzeln dieser Hilfsgleichung adjungirt, so entsteht
ein neuer Rationalititsbereich. Dieser wird zu Grund gelegt fiir eine
zweite Hiilfsgleichung, welche auch eine einfache Gruppe haben soll.

#) Klein, Vorlesungen iber das Icosaeder und die Aufltsung der Glei-
chungen vom 5% Grade, Leipzig 1884, p. 157. Den Gegensatz zu den patiir-
lichen Irrationalititen bilden die accessorischen.
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Nachher wird die Gesammtheit der Wurzeln der zweiten Halfsgleichung
noch dazn adjungirt und so fortgefahren. Wenn man schliesslich die
Wourzeln der letzten Hiilfsgleichung adjungirt hat, so sollen die Wurzeln
der urspriinglichen Gleichung nunmebr alle rational geworden sein.

Man kann nun fragen, welches die Gruppen der Hiilfsgleichungen
seirr werden, in wie weit diese Gruppen bestimmt sind, wie gross die
Zahl der Hiilfsgleichungen sein muss, und wie deren Wurzeln, die
Hiulfsgrossen, beschaffen sein miissen.

Es wird sich zeigen, dass durch die Gruppe der urspriinglich ge-
gebenen Gleichung gewisse vollstindig bestimmte einfache Gruppen,
die Factorgruppen, gegeben sind. Diese letzteren Gruppen miissen
unter den Galois’schen Groppen der Hiilfsgleichungen jedenfalls vor-
kommen. Jede von den Factorgruppen ist unvermeidlich, auch wenn
man in der Wahl der Hiilfsgrossen aus dem Gebiet der natiirlichen
Irrationalititen heraustritt. Es ergiebt sich hieraus ein Minimum fiir
die Anzahl der Hiilfsgleichungen. Ausserdem gilt der Satz, dass,
wenn die Zahl der Hillfsgleichungen moglichst klein ist, die Hiilfs-
grossen von selbst alle rational werden in den Wurzeln der urspriing-
lichen Gleichung.

Den Schliissel zur Behandlung der erwihnten Fragen bildet ein
von Herrn C. Jordan aufgestellier Satz*). Es bedurfte nur einer
weiteren Ausfibhrung des Jordan’schen Resultats. Diese Ausfiihrung
erhilt ein besonderes Interesse durch die Bedeuntung der Sache fiir die
Behandlung der hoheren Gleichungen und durch das Hervortreten
eines bis jetzt nicht hinreichend gewiirdigten gruppentheoretischen
Begriffs, niimlich des Begriffs der Factorgruppe.

Der Zusammenhang des Ganzen hat es mit sich gebracht, dass
viel Bekanntes von Neuem entwickelt worden ist. Es werden im
Folgenden nur die elementarsten gruppentheoretischen Begriffe und
die Fundamentaleigenschaft der Galois’schen Gruppe einer Gleichung
vorausgesetzt werden.

Die Arbeit zerfallt in einen rein gruppentheoretischen und einen
algebraischen Theil.

I. Gruppentheoretischer Theil.
§ 1.
Die definirenden Eigenschaften der Gruppen.
Die in diesem Theil entwickelten Sitze gelten fiir alle Gruppen,
die aus einer endlichen Anzabl von Operationen bestehen. Die Art

*¥) Vergl. C. Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques,
Paris 1870, p. 269 und 270.
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der Operationen ist dabei gleichgiiitiz. Es wird nur die Gruppen-
eigenschaft vorausgesetzt, welche in die folgenden Bestimmungen zu-
sammengefasst werden kann®):

1) Je zwei Operationen sollen in bestimmter Aufeinanderfolge
zusammengesetzt (muoltiplicirt) eine eindeutig bestimmte Operation er-
geben, welche gleichfalls derselben Gesammtheit angehort.

2) Fir die Zosammensetzang der Operationen soll das associative
Gesetz gelten, wihrend das commautative nicht erfullt zu sein braucht.

3) Aus jeder der beiden die Operationen A, B, C enthalienden
symbolischen Gleichungen

AB=AC, BA=CA
soll geschlossen werden konnen, dass
B=C
1st.

Eine Folge dieser Bestimmungen im Zusammenhang mit der
Endlichkeit der Operationenzahl ist es, dass eine sogenannte idenfische
Operation J vorhanden ist, und zwar eine einzige, welche alle anderen
bei der Multiplication unverindert lisst, und dass zu jeder Operation
4 eine eindeutig bestimmte umgekehrte Operation A~ sich findet,

so dass
AA 1 = A"14 =J
ist,

§ 2.

Ausgezeichnete Untergruppen.

Wenn die Operationen
B, B, B, ...

eine ,,Untergruppe” der Gesammtgruppe bilden, so bilden auch die
,mit Hillfe der Operation 4 transformirten’ Operationen

A*BA, A*B/A, A'B,A, ...
eine Gruppe, welche selbst als aus der ersten Untergruppe éransformirt
bezeichnet wird.

Eine Untergruppe, welche identisch ist mit den simmtlichen aus
ihr transformirten, ist nach einem Ausdruck des Herrn Klein eine
ausgeseichnefe, nach Herrn Konig (Math. Annalen Bd. 21) eine in-
variante Untergruppe. Nach der alteren Ausdrocksweise nennt man
eine- solche Untergruppe ,mit den simmilichen Operationen der Ge-
sammtgruppe vertauschbar. Wenn nimlich 4 eine beliebige Operation

*) Hinsichtlich der Gruppendefinition vergl, auch Dy ck, Gruppentheoretische
Studien, Math, Ann. Bd. XX,
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der Gesammigruppe, und B eine Operation der Untergruppe bedeutet,
so sind die Producte 4B und BA bezichungsweise in den Formen
B’ A und AB” darstellbar, wo B’ und B” passend gewihlte Opera-
tionen der Untergruppe bedeuten.

Eine ausgezeichnete Untergruppe keisst ausgescichnete Mazimal-
untergruppe, falls es keine umfassendere sie enthaltende ausgezeichnete
Untergruppe der Gesammtgruppe giebt.

§ 3.
Die Factoren der Zusammensetzung.

Von besonderer Wichtigkeit ist eine von Herrn C. Jordan ein-
gefihrte Reihe. Wenn nimlich G eine beliebige Gruppe bedeutet,
so bilde man eine Reihe vor Gruppen

G, G,6",...d

derart, dass jede Gruppe dieser Folge eine ausgezeichnete Maximal-
untergruppe der vorhergehenden bedeutet, und die letzte, mit J be-
zeichnete Gruppe nur die identische Operation enthidlt. Man nennt
jede solche Reihe Reike der Zusammensetzung. Weunn nun die Gruppen
der Reihe respective

n, W, %", ... 1

Operationen enthalten, so sind
n n’
"h{‘, "1;27’ .. .
die Zahlen, welche Herr C. Jordan als Factoren der Composition in
die Theorie eingefiihrt hat. Diese Factoren sind abgesehen von ihrer
Avufeinanderfolge vollig bestimmt trotz der Méglichkeit die Reihe der
Zusammensetzung abzuéindern*).
Diese Theorie von den Factoren der Zusammensetzung muss aber
dahin vertieft werden, dass die Factoren als Gruppen aufgefasst werden.
Es wird im nichsten Paragraphen gezeigt werden, dass durch
das Verhiltniss einer Gruppe zu einer in ihr ausgezeichnet enthaltenen
Untergruppe stets eine neue Gruppe von im Allgemeinen anderen
Operationen definirt ist. Diese letztere Gruppe ist vollig bestimmi
von dem abstracten Standpunkt aus, welcher von dem Inhalt der
Operationen absieht und nur deren gegenseitige Verkniipfung betrachtet,
welcher deshalb auch eindeutig auf einander beziehbare (holoedrisch
isomorphe) Gruppen als identisch auffasst®¥).

¥) Vergl. Jordan, Traité des substitutions etc. p. 42.
**y Vergl. die Arbeit des Herrn Dyck in den Math, Ann. Bd. XX,
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§ 4

Der durch eine Groppe und eine in ihr ansgessichmet snthaltene
Untergruppe definirte Quotient.

Wenn die Symbole
B, B, B, ...

die Operationen irgend einer Untergruppe H bedeuten, so kann man
die simmtlichen Operationen der Gesammtgruppe G in dem Schems

.B, 'Bl’ Ba, ...
S B, 8B, &35, ...
5. B, 8B, 8B,
S« B, Ser By, SuuB,, ...
darstellen, wo die Operationen

S,, Sz, ... S.—‘x

passend ans der Gesammtheit ausgewihlt sind, Dieses Schema findat
sich schon bei Cauchy®). Dasselbe dient zum Beweis dafilr, dass
die Anzahl m der Operationen B, d. h. die Ordnung der Untergruppe,
stets ein Theiler von der Gesammtzahl der Operationen, d. h. von der
Ordnung der Gesammtgruppe ist.

Wenn nun die Untergruppe eine ausgezeichnete ist, so gilt der
Satz, dass zwei beliebige Operationen aus zwei bestimmten Horizontal-
reihen des gegebenen Schema’s in bestimmter Aufeinanderfolge zu-
sammengesetzt eine Operation einer vollig bestimmten Horizontalreihe
geben miissen. Wenn ndmlich yu, », ¢, 6 vier beliebige Indices be-
deuten, so ist immer

8, B,S, By == 8,5,By By
- Sx 'BvBi)' Ba' 1]

wo der Index x nur von g und » abhingig ist.

Damit ist eine Zusammensetzung der Horizontalreihen definirt.
Man erhilt so neue Operationen, welche gleichfalls eine Gruppe bilden.
Diese vollstindig bestimmte Gruppe ist es, welche in die Betrachtung
eingefithrt werden soll. Man kinnte sie den Quotienien der Gruppen
G und H nennen, dieselbe soll im Folgenden mit

GiH
bezeichnet werden.

* Cauchy: Exercices d'analyse et de physique mathématique, Tome III,
p. 184,
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§ 5.

Die Ausfithrungen des vorhergehenden Paragraphen kdnnen auch
so ausgedriickt werden: Es mdgen zwei Operationen der Gesammt-
gruppe G als dquivalent bezeichnet werden, wenn sie in einander Gber-
geftibrt werden konnen durch Multiplication mit einer Operation der
ausgezeichneten Untergruppe H. Wegen der Vertauschbarkeit der
Gruppe H mit den Operationen der Gesammtgruppe braucht man in
dieser Definition die Multiplication rechts und links nicht zu unter-
scheiden. Aus demselben Grund folgt, dass Aequivalentes mit Aequi-
valentem multiplicirt Aequivalentes giebt. Theilt man also die Opera-
tionen der Gesammtgruppe G in Classen ein, indem man Hquivalente
Operationen in dieselbe Classe setzt und nichtiquivalente Operatioren
in verschiedene Classen, so erhdlt man eine Zusammensetzung der
Classen, fiir welche die Gruppeneigenschaft besteht. Je m Operationen
der urspriinglichen Gruppe G entspricht eine bestimmte Qperation der
neuen Gruppe. Die Zusammensetzung der Operationen ist bei beiden
Gruppen eine entsprechende, d. h. es besteht zwischen den letzteren
ein Isomorphismus. Dieser Isomorphismus heisst mercedrisch, weil
einer Operation der zweiten Gruppe mehrere Operationen der ersten
entsprechen.

Aus diesem Isomorphismus kann Folgendes geschlossen werden:
Wenn gewisse von den definirten Classen eine ausgezeichnete Unter-
gruppe der Classengruppe G|H bilden, so bilden die diesen Classen
angehorenden Operationen der urspriinglichen Gruppe G eine aus-
gezeichnete Untergruppe H' der letzteren. Ausserdem enthilt die
Gruppe H' die Gruppe H in sich, denn die Operationen von H sind
diejenigen, welche mit der Identitit in dieselbe Classe gehdren.

Wenn jetzt H eine ausgezeichnete Mazimaluntergruppe von G
bedeutet, so kann eine Gruppe so wie die Gruppe H' nicht vorhanden
sein, es hat desshalb in diesem besonderen Fall anch die Gruppe G:H
keine ausgezeichnete Untergruppe, ausgenommen die Identitit und die
Gruppe G|H selbst; die Gruppe G|H ist also dann einfach. Dieser
Schluss kann umgedreht werden: Wenn die Gruppe G |H einfach ist,
so ist die ausgezeichnete Untergruppe H eine ausgezeichnete Maximal-
untergruppe.

In allen Fallen ist die Ordnung der Gruppe G gleich dem Product
der Ordnungen der Gruppen G|H und H. Man kann auch sagen,
dass die Gruppe G in zwei Factoren gespalten werde.*) Die Factoren
spielen dabei eine verschiedene Rolle. Als erster Factor mbge daher

*) Vergl. Dyck, Gruppentheoretische Studien, Math, Ann. Bd, XX, p, 14,
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stets die Gruppe G|H aufgefasst werden, welche der Gruppe G isomorph
ist, als zweiter Factor die Gruppe H, welche eine ausgezeichnets
Untergruppe von & ist. Den Ausgangspunkt bildete hier die aus-
gezeichnete Untergruppe, man hitte aber auch vom meroedrischen
Isomorphismus ausgehen kdnnen¥).

Zu der Aufgabe, eine Gruppe in zwei Factoren zu spalten, kann
man sich die umgekehrte stellen: Gegeben zwei Gruppen als Factoren,
aus denselben eine Gruppe als Product zusammenzusetzen. Diese Auf-
gabe lisst manchmal mehrere Losungen zu, ich hoffe dieselbe bei einer
anderen Gelegenheit zu behandeln.

§ 6.
Zerlegung einer Gruppe in Factorgruppen.

Wenn nun eine beliebige Gruppe G gegeben ist, so spaltet man
dieselbe zunichst in zwei Factoren, falls sie nicht etwa schon einfach
ist. Es kann natiirlich sein, dass diese Spaltung auf verschiedene
Weisen mbglich ist, in diesem Fall wihlt man irgend eine Art sus,
Nun spaltet man jeden der Factoren, wofern er nicht einfach ist, von
Neuem und fihrt so fort, bis man nur noch einfache Gruppen hat.
Diese einfachen Gruppen sind dann die frither erwihnten Factor-
gruppen. Man gelangt so zugleich zum Begriff eines Products aus
mehreren Gruppen.

Man erhalt diese einfachen Factorgruppen auch aus der Reihe
der Zusammensetzung (s. § 3). Wenn nimlich

G, G,G,G" - J
eine Reihe der Zusammensetzung fiir die Gruppe G vorstellt, so sind
die Gruppen
GG, ¢'|G", G"|G", ---

alle einfach und es sind dies die Gruppen, um welche es sich handelt.
Eine nihere Ueberlegung zeigt, dass man so aus den verschiedenen
Reihen der Zusammensetzung dieselben Aggregate einfacher Gruppen
erhilt, wie durch das im Anfang des Paragraphen auseinandergesctute
Verfahren, welches verschiedeser Abdnderungen fahig sein kann. Es
muss nur im Folgenden noch gezeigt werden, dass diese Aggregate
einfacher Gruppen alle identisch sind, d. h. dass alle Reihen der Zu-
sammensetzung, abgesehen von der Reihenfolge, dieselben Factor-
gruppen ergeben.

Diese Factorgruppen treten bei Herrn Dyck®) schon auf, es fehlt

%) Vergl. Dyck, Gruppentheoret. Studien, diese Ann. Bd, XX, p. 14.

+¥) Ueber regular verzweigte Riemann’sche Flichen und die durch sie
definirten Irratiopalititen. Inauguraldissertation, Miinchen 1879. p. 50.

Vergl. auch Dyck, Math. Aan, Bd. 17, p. 486,

Mathematische Annales, XXXIV. . 3
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aber dort der Satz, dass diese Gruppen vollstindig bestimmt sind trotz
der Moglichkeit die Zerlegung auf verschiedene Arten vorzunehmen.
In den Werken der H.H. Jordan und Netto kommen die Gruppen
nicht vor, sondern es sind die Factoren der Zusammensetzung als
reine Zahlen aufgefasst. Fir die Zahlen ist der entsprechende Satz
von Herrn Jordan bewiesen worden. Diesen Beweis von der ,,Con-
stanz der Factoren der Zusammensetzung® hat Herr Netto erheblich
vereinfacht*). Man wird im Folgenden unschwer eine Modification
des von Herrn Netto benutzten Gedankenganges erkennen.

§ 17

Die Gruppe G besitze zwei von einander verschiedene ausgezeichnete
Maximaluntergruppen H und H’. Die diesen beiden Gruppen gemein-
samen Operationen bilden die Gruppe I, und da eine Operation der
letzteren Gruppe mit irgend einer Operation der Gesammtgruppe trans-
formirt eine Operation sowohl von H als von H’ ergeben muss, so ist
die Gruppe I' in der Gesammtgruppe und also auch in den Gruppen H
und H’ ausgezeichnet enthalten.

Die Operationen A, 4’, 4", ... der Gruppe H und B, B', B”, ...
der Gruppe H’ sollen auf alle moglichen Arten zusammengesetzt werden.
Wofern nun eine so zusammengesetzte Operation, z. B. ABB' A’
mit einer beliebigen Operation C der Gesammtgruppe G transformirt
wird, so erhilt man

(C*4AC) (C'BC) (CB'C)(C140),

also eine Operation, welche selbst aus den Operationen von H und H' sich
zusammensetzen lisst. Die durch die Zusammensetzung der Operationen
von H und H gebildete Gruppe ist also eine ausgezeichnete Unter-
gruppe der Gesammtgruppe. Die nene Gruppe miisste aber auch um-
fassender sein als jede der beiden Gruppen H und H. Dies ist aber,
weil die letzteren Gruppen ausgezeichnete Maximaluntergruppen sind,
nur dann moglich, wenn die fragliche neue Gruppe mit der Gesammt-
gruppe identisch ist.

Ich definire jetzt einen Aequivalenzbegriff, indem ich zwei Opera-
tionen der Gruppe G dann als Squivalent bezeichne, wenn die eine
dieser Operationen aus der andern sich durch Multiplication mit einer
Operation der Gruppe I erhalten lisst.

Dadurch werden die Operationen in verschiedene Classen vertheilt.
Die Gruppe H enthilt die ganze Gruppe I' und wird also jede Classe
von Operationen ganz enthalten, von welcher sie iiberhaupt einen

¥ Cf. Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra,
Leipzig 1882, p. 87—90.
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Theil enthalt, Dasselbe gilt von der Gruppe H'. Jede dieser Gruppen

kann also als aus einer Anzahl von Classen bestehend betrachiet

werden. Da die Classen sich wie die Operationen selbst zusammen-

setzen, so erscheinen die Gruppen G, H, H zugleich als Gruppen
G|I, H|I, HI|T

von Operationsclassen, welche letzteren Gruppen zur Abkiirzung mit

Gy, H,, H,’ bezeichnet werden mbgen.

Die isomorphe Beziechung zwischen den neuen und den urspriing-
lichen Gruppen (vergl. § 5) lisst erkennen, dass die Gruppe G, durch
Zusammensetzung der Operationen von H, und H, muss erzeugt werden
konnen, und dass die beiden letzteren Gruppen ausgezeichnete Maximal-
untergruppen der Gruppe G, sind. Da die beiden Gruppen H und H’
nur diejenigen Operationen gemeinsam enthalten, welche zur Gruppe I
gehoren, so haben die Gruppen H, und H, nur die identische Classe
gemein,

§ 8

Es mogen mit S, S,, S,, ... die Operationen der Classengruppe H,,
mit T, T,, T,, . . . die Operationen der Gruppe H," bezeichnet werden.
Das Product

T-181T8
kann nun in die beiden Formen
(r—*8-11)8, T-(8TK)
gesetzt werden, von welchen die erste zur Anschauung bringt, dass
das Product der Gruppe H, angehort, die zweite, dass dasselbe auch
in der Gruppe H, enthalten ist. Es muss also das Product 7—'S—'TS
gleich der identischen Operation der Gruppe G, sein, woraus folgt, dass
IS=8T

ist. Es sind die simmtlichen Operationen S mit den simmtlichen
Operationen T vertauschbar.

Man kann also die Operationen der Gruppe G, welche sich alle
aus den Operationen S und 7 zusammensetzen lassen, in die Form

S, T,
bringen. Diese letstere Darstellung der Operationen ist ausserdem
eindentig. Wire namlich
8, T = Sy Ty,
so wiirde daraus
818, =T, T;"
folgen; die in diesen beiden Formen dargestellte Operation miisste also
in den Gruppen H, und H, gleichzeitig enthalten sein, folglich mit
der identischen Operation iibereinstimmen.
134



36 0. Horoez,

Die Formel S, T, liefert also jede Operation der Gruppe G, ein-

mal, und es ist zugleich
(8, T) (8uTy) == (5.84) (Lo To)-

Es soll jetzt ein neuer Aequivalenzbegriff definirt werden: Zwei
Operationen der Gruppe G, sollen in dieselbe Classe kommen, wenn
die eine mit einer Operation §° der Gruppe H, multiplicirt der zweiten
gleich wird. Jede solche Classe wird dann durch eine bestimmte
Operation 7' charakterisirt, und die so gebildete Gruppe G, H, ist
identisch mit der Gruppe der Operationen 7, d. h. mit der Gruppe H,".

Die Gruppe G, ist das Product der Gruppen G'H, und H,, d. h.
der Gruppen H, und H,. Der vorliegende Fall ist der denkbar ein-
fachste der Productbildung, indem die Operationen der beiden product-
bildenden Gruppen zugleich dem Product angehdren und als ver-
tauschbar und von einander unabhingig erscheinen. Es wiirde vielleicht
niitzlich sein, fiir diesen Fall einen Ausdruck zu besitzen und ein
solches Product etwa das directe zu nennen. Das directe Product ist
durch seine beiden Factoren eindeutig bestimmt, dabei kommt es auch
auf die Reihenfolge der Factoren nicht an. Der Begriff des directen
Products kann sofort auf den Fall mehrerer Factoren ausgedehnt
werden. Herr Dyck*) nennt eine Gruppe, welche so beschaffen ist
wie im vorliegenden Kall G, eine ,eigentlich zerfallende®.

§9.

Die zuletzt ausgefiibrte Eintheilung der Operationen der Gruppe G,
in Classen ist nichts Anderes als eine Eintheilung der frither ein-
gefithrten Classen in Classen zweiter Art. Diese neue Eintheilung
hitte auch mit einem Schritt gemacht werden kdnnen.

Bedeuten C und C; zwei Operationen der urspriinglichen Gruppe G,
so werden dieselben dann einer und derselben Classe zweiter Art zu-
zuweisen sein, wenn das Product C— , einer derjenigen Classen erster
Art angehort, aus welchen die Gruppe H, besteht, d. h. also danny,
wenn C~! C, eine Operation der Gruppe H ist.

Demnach ist die Gruppe G H identisch mit der Gruppe G,|H,,
von welcher letzteren bewiesen ist, dass sie mit der Gruppe H,, d. h.
mit H"'I", holoedrisch isomorph ist.

Es kann somit das Resultat so ausgesprochen werden: Wenn
eine Gruppe G zwei verschiedene ausgeseichnete Mazimaluntergruppen H
und H' besilzt, und die diesen beiden letzteren Gruppen gemeinschaftliche
Gruppe mit T bezeichnet wird, so sind die Gruppen G|H und H'|T und

*) Vergl. Dyck: Ueber regulir verzweigte Riemann’sche Flichen etc.
p- 40 und Mat  Ann. Bd. 17, p. 482,
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ebenso die Gruppen G H und H!T holoedrisch isomorph; dic Gruppe
G T st das direcle Product der Gruppen H{T wnd H|T,

Aus der Einfachheit der Groppen G H und GiH folgt xugleich
auch die Einfachheit der Gruppen H'|l und H I'; es it also I eine
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von H und H'.

§ 10.
Beweis der eindeutigen Bestimmtheit der Factorgruppen,

Jetzt soll der Beweis dafiir gefiihrt werden, dass jene Factor-
gruppen vollstindig bestimmt sind. Fir die kleinsten Ordnungen ist
der Satz selbstverstindlich. Es wird desshalb vorausgesetzt, dass der
Satz richtig ist fiir Gruppen, deren Ordnung kleiner oder gleich n
ist, und gezeigt, dass er dann auch gelten muss fir Gruppen deren
Ordnung die Zah! 2n nicht dbersteigt.

Zu diesem Zweck nehme man an, dass die Gruppe G, deren
Ordnung < 2n ist, mehrere Reihen der Zusammensetzung zulasse,
darunter die beiden folgenden:

1) G, H, K,... I,

2y G, H,K,...IL
Von den Gruppen H und H" mdge zunichst angenommen werden, dass
sie verschieden seien; die deuselben gemeinsame Gruppe mige [
heissen. Man kann dann die Reihen

3y G,H I,...1,

4) G, H,T,... 1
bilden, welche von dem mit [ bezeichneten Glied an dbereinstimmen
und welche beide Reihen der Zusammensetzung fir die Gruppe G
sind. Die Reihen 3) und 4) geben vermoge des zuletzt bewiesenen
Satzes dieselben Factoren. Weil aber die Reihen

H, K, ... I,
H T, ... I

zugleich Reihen der Zusammensetzung fir die Gruppe H sind, deren
Ordnung < = ist, so missen nach Voraussetzung die beiden letzten
Reihen, und also auch die Reihen 1) und 3) dieselben Factorgruppen
liefern. Dasselbe gilt far 2) und 4) und desshalb ergeben auch die
Reiben 1) und 2) abgesehen von der Reihenfolge dieselben Gruppen.
Sollten die Gruppen H und H' zusammenfallen, so worde die Ueber-
einstimmung der aus den Reihen 1) und 2) sich ergebenden Factor-
gruppen daraus unmittelbar folgen, dass der Satz fir die Gruppe H
schon als bewiesen zu betrachten ist. Damit ist aber alles gezeigt.
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Es kann natiirlich auch eine und dieselbe Gruppe mehrmals anf-
treten, sie muss dann in beiden Reihen gleich oft vorkommen.

Die definirten einfachen Factorgruppen sind also in der That als
wesentliche Bestandtheile der Gruppe anzusehen.

§ 1L

Die hier entwickelte Auffassung lasst noch andere Sitze in einem
neuen Licht erscheinen. Ausser der Reihe der Zusammensetzung
definiren die Herren Jordan und Netto noch die Haupireihe:

G, G, G, ... L

Dieselbe ist durch folgende Bestimmungen gegeben:

1) Jede Gruppe der Reibe ist ein Theil der vorangehenden und
zugleich in der Gesammigruppe ausgezeichnet enthalten.

2) Es ist nicht moglich zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Gruppen eine neue so einzuschieben, dass dieselbe eine Untergruppe
der vorangehenden ist, die folgende enthiilt und in der Gesammt-
gruppe ausgezeichnet enthalten ist.

3) Die letzte Gruppe besteht nur aus der identischen Operation.

Wofern nun g, 4, #,, ..., 1 die Ordnungen der Gruppen be-
deuten, so hat Herr C. Jordan auch fiir die Quotienten 7‘1‘—, —’;L, -
1 2

welche ganze Zahlen sind, bewiesen, dass dieselben abgesehen von
der Reihenfolge vollkommen bestimmt sind, trotzdem man die Haupt-
reihe unter Umstinden auf mehrere Arten bilden kann. Auch der
Satz von der Constanz dieser Zahlfactoren lasst sich auf die Gruppen

GG, G|@G,, ...
iibertragen. (G, G1[Ga,

Aus einer Hauptreihe kann nun eine Reihe der Zusammensetzung
abgeleitet werden, indem man zwischen den Gruppen der ersteren
nothigenfalls weitere Gruppen einschiebt. Wenn auf diese Weise

eine der Zahlen f: , {:—;, + -+ in ein Product zerlegt wird, so wird

dieselbe, wie Herr C. Jordan bewiesen hat*), in ein Product gleicher
Factoren zerlegt.

Dieser Satz kaun nunmehr so ansgesprochen werden:

Jede der aus der Hauptreihe abgeleiteten Gruppen

GGy, Gi|G, ..,
welche wicht einfack ist, stellé sich als directes Product von mehreren
unter einander holoedrisch isomorphen einfachen Gruppen dar.

¥) Traité des substitutions etc. p, 48.
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Fir die letzie von den erwihnten Gruppen ist dieser Satz in
anderer Form in dem Werke des Herru Netto®) ausgesprochen.

Die zuletzt ohne Beweis ausgesprochenen Sitze werden im
Folgenden nicht gebranchi werden. *

II. Algebraischer Theil.
§ 12
Die constitnirenden Eigenschaften der Gleichungsgruppe.
Es sei eine Gleichung
Flz)=0
vom m*s Grad vorgelegt. Ein gegebener Rationalititsbereich (r) bilde
fir das Folgende die Grundlage; es miissen demselben natiirlich die
Coefficienten der Gleichung angehdren. Die Wurzeln der Gleichung
mogen §,, £, ... £, genannt werden. Diese Grossen § sollen alle
von einander verschieden sein, wibrend im Uebrigen die Gleichung
keiner Beschrankung unterliegt, insbesondere auch reducibel sein darf.

Es existirt nun immer eine Gruppe I' von Vertauschungen der
Grossen &, so dass der folgende Satz gilt:

Eine rationale Function von §, £, ... & hat damn und nur
dann einen rationalen Werth, wenn sic bei den Vertauschungen der
Gruppe T numerisch unverdndert bleibt.

Was als rational zu betrachten ist, wird durch den gegebenen
Bereich (v) bestimmt, dem auch die Coefficienten der rationalen Func-
tionen von &,, &, ... &« angehbren miissen.

Die Gruppe I ist die der Gleichung F(x) = 0 zugehtrende
Galois’sche Gruppe™).

§ 13.

Eine Vertauschung S, welche jede rationale Function von §,, £,,...
mit rationalem Werth numerisch ungedndert liisst, mnss der Galois'schen
Gruppe [ angehdren.

Man kann namlich rationale Functionen der Grossen £ bilden,
die bei einer beliebig gegebenen Substitutionsgruppe unverindert
bleiben und bei allen anderen Vertauschungenu sich dndern. Bildet
man nun eine Function, welche nur fir die Substitationen von [ in-
variant ist, so muss diese einen rationalen Werth haben, sie kann

* Vergl. p. 95, Lehrsatz XXI, Zusatz 1v. 3
*%) Galois Werke p. 37. Es ist zu bemerken dass a. a, 0. die Permu-

tationen zur Darstellung benutst sind und daselbst nic.ht gezeigt is?, dass dis
zogehdrigen Substitutionen eine Gruppe bilden. Vergl. in dieser Hinsicht C, Jor-
dan, Traité des substitutions etc. p. 258.

-
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also auch durch die Substitution S nicht gedndert werden. Somit
muss diese Vertauschung S auch der Galois’schen Gruppe an-
gehoren.®)

Durch dieses Verhalten sind also die Substitutionen der Gruppe I
bestimmt. Die Gruppe selbst ist somit durch ihre charakieristische
Figenschaft eindeutig definirt.

§ 14.
Ueber numerische Unverinderlichkeit im Gegensatz zur formellen.
Es handelt sich hier immer um die numerische Unverinderlichkeit
nicht um die formelle. Wenn die rationale Function ¢ (&, &,, ... &)
numerisch unverindert bleiben soll, falls an die Stelle von £, £,,... %,
dieselben Grossen in der neuen Reihenfolge £;,&,,...5, gesetzt
werden, so besagt diess, dass vermige der Werthe der Wurzeln § die

Gleichung
oLy ) = By - - - 8
besteht. Dabei muss man sich fir die Function ¢ einen ganz be-
stimmien Ausdruck gegeben denken. Wenn die Vertauschung
£y &y ol
gz’n Eig: . g’i“
eine beliebige ist, so gilt keineswegs fiir jeden dem Ausdruck ¢ (§,,£,,...£,)
numerisch gleichen, aber formell von demselben verschiedenen Aus-
druck y(,, £,,...5.) die entsprechende Gleichung
v &y B =¥ (s By - B
Dagegen kann das letztere allerdings behauptet werden, wenn die in
Frage stehende Vertauschung der Grossen £ der Galois’schen Gruppe
der Gleichung angehort. )
Angenommen ndmlich, dass fiir irgend zwei Functionen ¢ und ¢

die Differenz
&, &y - B — 981, 5 - - Ba)
den Werth Null, also einen dem Rationalititsbereich angehorigen
Werth besitzt, so wird dieselbe sich nicht findern, wenn man irgend
eine Vertauschung der Grappe in ihr vornimmdt.
Es ist also auch, wenn die Vertauschung der Gruppe angehort,
oy &y - - B — vy By - - Ey) =0

Wenn nun die Functionen ¢ bei der Vertauschung
* (‘s’u £y oo b
b LB

*) Cf, J. A. Serret, Cours d’algibre supérieure cinquidme édition, Paris
1885, T. II, p. 642.
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ungeandert bleibt, so folgt, dass auch die Function ¥ bei derselben
Vertauschung ungeindert bleibt. Wenn aber die Function ¢ sich in
eine Function 2(§,, &,,. .. &) mit pumerisch anderem Werth findert,
so andert sich auch die Function ¥ in eine Function, die mit y den-
selben Werth bhat.

Man kann demnach auch sagen, dass die in den Wurzeln §, ... &,
rationale Grisse @ bei der Vertauschung im einen Fall unveriindert
bleibe, im andern Fall in die GrBsse y iibergehe. Man kann von der
Art der Darstellung einer in den Wurzeln rationalen Grosse abstrahiren;
es ist aber dann nothwendig, dass man sich auf die Vertauschungen
der Galois’schen Gruppe der Gleichung beschrinkt.

§ 15.

Es gehe der Ausdruck ¢ (£, E,, . . . £) durch eine Vertauschung §
in den Ausdruck ¢,(§;, £,,...£,) iiber, und ebenso gehe der dem
Ausdruck @, numerisch gleiche Ausdruck w,(,, £,,.. . E) durch die
Vertauschung 7' in 9,(£,, &, ... &) iber. Die zweite Vertauschung
T mige nun jedenfalls der Galois’schen Gruppe angehiren. Dann
wird der Ausdruck ¢, dorch dieselbe Vertauschung 7 in einen dem
Ausdruck ¥, numerisch gleichen Ausdruck ¢,(§,, £,,...&,) iber-
gehen, Dann aber wird der letzte Ausdruck vermbge der Vertauschung
ST direct aus ¢(,, &,, ... £.) hervorgehen,

Dabei verstehe ich also das Zeichen ST so, dass zum Zweck der
Zusammensetzung der Vertauschungen S und 7' die links stehende
Vertauschung S zuoerst vorgenommen wird.

Es folgt aus dem Vorhergehenden der Satz: Wenn die in den
Waurzeln rationale Grosse g durch die der Gleichungsgruppe angehdrende
Vertauschung S in die Grdsse g, iibergeht, und die Grdsse g, durch
die gleichfalls der Gruppe angehtrende Vertauschung 7' in die Grosse g.,
so geht die Grosse g in g, @iber durch die Vertauschung ST.

Man erhdlt aus diesem Satz das Corollar:

Die Gesammtheit der Vertauschungen der Galois schen Gruppe,
welche eine Grbsse numerisch ungeindert lassen, bildet immer eine
Gruppe.

Es gilt diess durchaus nicht immer von der Gesammtheit aller
Vertauschungen, welche eine Function numerisch ungeindert Jassen®),

*y Weil in diesem Punkt schon gefehlt worden ist, mag ein Beispiel bier
Platz finden: Es werde die Gleichung

Rl ol NP NI R WP

2Xiv

Eyeme ”

betrachtet und
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Es ist also gestattet, mit den in den Wurzeln der Gleichung
rationalen Grbssen hinsichtlich der Vertauschungen der Gleichungs-
gruppe ganz ebenso zu verfabren, als ob es sich um Functionen von
unabhingigen Veranderlichen handelte.

§ 16.
Conjugirte Werthe.

Insbesondere kann man die Betrachtungen iibertragen, welche bei
Functionen von unabhingigen Verdnderlichen iiber die ,conjugirten%
Functionen angestellt werden ktnnen. Es sei g, eine in den Wurzeln
der gegebenen Gleichung F'(z) = O rationale Grosse, welche vermdge
der Vertauschungen der Gruppe I' der Gleichung die verschiedenen
Werthe

91> 925+ - - 9
und nur diese anzunehmen fibhig ist. Wenn nun S eine Vertauschung
bedeutet, welche die Grosse g, numerisch uuveriindert lisst, und T
eine Vertauschung, welche g, in g, iiberfiibrt, so wird die Vertauschung
T-'ST die Grosse g, unverindert lassen. Bei niherer Ueberlegung
ergiebt sich hieraus, dass die Gruppe derjenigen Vertauschungen von T,
welche die Grosse g, unverindert lisst, aus der Gruppe H der Ver-
tauschungen von [, welche g, unverindert lisst, durch Transformation
hervorgeht. Entsprechendes gilt von den iibrigen Grossen ¢, und man
erkennt zugleich, dass man in den Gruppen, welche g,, g5, ... g«
unverindert lassen, auch alle Gruppen besitzt, welche aus der Gruppe H
durch Transformation erbalten werden kionnen. Die Ordnung einer
Jeden von diesen Gruppen ist der «'¢ Theil der Ordnung der Gruppe I

Jede Vertauschung der Wurzeln £ der Gleichung

F(z) =0,
welche in der Gruppe I' der Gleichung enthalten ist, ergiebt in den
Grossen g,, ¢,, . .. g« ausgefiibrt eine Vertauschung der letzteren.
Dabei wird das Product zweier Vertauschungen der Grossen £ dem in
derselben Aufeinanderfolge gebildeten Product der entsprechenden Ver-

gesetzt. Die Gesammtheit der Vertanschungen der Grossen &, &, ... &, ;, welche
den Ausdruck & - £, , numerisch ungeindert lassen, bilden niemals eine Gruppe,
wenn % > 5 ist,

Der von Herrn Séderberg gegebene neue Beweis fir das Galoia’sche
Fundamentaltheorem ist falsch (vergl. Deduktion af nddvindiga och tillrickliga
vilkoret for méjligheten af algebraiska eqvationers solotion med radikaler, Upsala
Universitets Arsskrift 1886 und Acta Mathematica 11:8, p. 297). Der ganze
Beweis beruht auf der stillschweigendend eingefithrien Annahme, dass die Ge-
sammtheit der Substitutionen, welche eine Function der Wurzeln numerisch un-
geadndert lassen, eine Gruppe bilde.



tauschungen der Grbssen g entsprechen. Simmtliche Vertauschungen
der Grossen g, welche man auf diese Weise erbalten kann, bilden
also eine Gruppe G. Diese Gruppe ist der Gruppe [ isomorph. Jeder
Vertauschung von I entspricht eine Vertauschung von G. Einer Ver-
tauschung der Gruppe G konnen aber mehrere Vertsuschungen der
Gruppe [ entsprechen; in diesem Fall ist der Isomorphismus meroedrisch.

§ 17

Fir das Folgende ist der Fall von besonderer Wichtigkeit, in
welchem die Gruppe H von Vertauschungen der Grdssen §, fiir welche g,
sich nicht andert, in der Gruppe I ausgezeichnet enthalten ist. Es
ist dann auch H die Gruppe der Vertauschungen von I, welche g,
ungefindert lassen, ebenso gy, . .. g« Jede Vertauschung der Grdssen £,
welche eine der Grissen g ungeindert lisst, lisst alle ungeiindert,

Zwei Vertauschungen S und 7 der Gleichungsgruppe werden die-
selbe Vertauschung der Grdssen ¢ nach sich ziehen, wenn die Ver-
tauschung S—'7 die Grossen g ungeindert lisst, d. h. wenn S~ T der
Gruppe H angehort.

Wenn also die Vertauschungen der Gruppe I in der frither aus-
gefithrten Weise in Classen eingetheilt werden mit Hiilfe der ausge-
zeichneten Untergruppe H, so kommen solche Vertauschungen in die-
selbe Classe und nur solche, denen dieselbe Vertauschung der Grossen g
entspricht.

Es folgt daraus, dass die Gruppe G von Vertauschungen der
Grossen g,, ¢,, . .. g« in diesem Fall mit der Gruppe I' H holoedrisch
isomorph ist. Vom abstracten Standpunkte aus, sind diese Gruppen
also als identisch zu betrachten.

§ 18.
Adjunetion einer natiirlichen Irrationalitiit,

Bis jetzt ist der in § 12 eingefithrte Rationalititsbereich (r) durch-
aus festgehalten worden. Es ist fiir die Theorie wesentlich, dass man
in der Auffassung von dem, was als rational gelten soll, c¢ine Aende-
rung eintreten lassen kann. Man kann den Rationalititsbereich er-
weitern, in den Rationalititsbereich (r'), indem man irgend welche
Irrationalititen ,adjungirt. Es kann dann durch diese Adjunction die
Gruppe eine andere werden.

Zunichst mdge pun irgend eine in den Wurzeln § der Gleichung
rationale Grosse ¢, adjungirt werden. Nach der Adjunction sei " die
Gruppe der Gleichung. Was frither als rational betrachtet wurde, ist
es jetzt a fortiori. Die rationalen Functionen von £, §,, . . . £, deren
Werth und deren Coefficienten ders alten Bereich (r) angehoren, milssen
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somit alle auch bei den Vertauschungen der neuen Gruppe ungeiindert
bleiben. Also muss (§13) die Gruppe [ in der Gruppe I enthalten sein.

Die Grosse g, ist darstellbar durch einen in §,, £,, . . . & rationalen
Ausdruck, dessen Coefficienten dem Rationalititsbereich (r) angehbren.
Diejenigen Vertauschungen der Gruppe I', bei welchen dieser Ausdruck
numerisch ungeéindert bleibt, bilden eine nicht nothwendig ausgezeich-
nete Untergruppe H. Da nun der Werth dieses Ausdrucks im neuen
Rationalititsbereich (r*) liegt, und die Coefficienten desselben zugleich
dem Bereich (r') mit angehbren, so miissen die Vertauschungen der
neuen Gruppe I’ unter den Vertauschungen von H auftreten.

Es ist noch zu zeigen, dass auch alle Vertauschungen der Gruppe
H in der Gruppe '’ vorkommen. Zu diesem Zweck beweist man
(Vergl. § 13), dass jede Vertauschung von H alle Functionen der
Waurzeln unverindert lisst, welche nunmehr einen rationalen Werth
besitzen. In die Coefficienten dieser rationalen Functionen muss man
aber jetzt auch die Grbsse g, mit hineinnehmen. Es konnen also die
rationalen Functionen der Wurzeln, welche nun in Betracht kommen,
in die Form

Z(gﬁ gxs gz: e g")

gesetzt werden, wo jetzt die Coefficienten der Function g dem alten
Rationalititsbereich (v) angehtren. Soll der Werth der Function im
neuen Rationalitiitsbereich (r") liegen, so ist

1905 &b &y - - Bn) =0(g),

wo jetzt alle Coefficienten dem Bereich (r) angehdren. In dieser Glei-
chung darf nun zwischen den Grossen £ (Vergl. § 14) jede Vertauschung
der Gruppe I vorgenommen werden; diese Vertauschung ist aber auch
innerbalb der Grésse g, auszufiihren. Ich mache jetzt eine der Gruppe
H angehorende Vertauschung. Diese dndert die Grosse g, micht. Es
indert sich also die rechte Seite der letzten Gleichung gar nicht, und
auf der linken Seite wird dasselbe Resultat erhalten, wie wenn man
die Grossen &, £,, . . . £ nur in so weit unter einander vertauscht hitte,
als sie explicite im Ausdruck auftreten. Es ist damit gezeigt, dass ein
in den Wurzeln rationaler Ausdruck, dessen Werth rational ist und
dessen Coefficienten rational sind, niemals durch eine Substitution der
Gruppe H geindert werden kann, wobei der Begriff des Rationalen
jetzt durch den Bereich (r") fixirt ist. Es ist also die Gruppe H in
der Gruppe T’ enthalten und es folgt daraus in Verbindung mit dem
frither bewiesenen, dass diese beiden Gruppen identisch sind.

Durch die Adjunction der in den Wurzeln der Gleichung rationalen
Grisse g, wird also die Gruppe der Gleichung auf denjenigen Theil
ihrer Substitutionen reducirt, welcher die Grisse g, ungedndert lGsst™).

¥) Cf. C. Jordan Traité des substitutions etc. p. 261.
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Wenn also die Grosse g, nicht dem urspriinglichen Rationalitits-
bereich angehdrt, so wird nach der Adjunction die Ordnuny der
Gruppe wirklich kleiner sein, somit die Gleichung ein einfacheres Pro-
blem darstellen.

§ 19.
Die Gleickung fiir dis adjungirte Irrationalitit.

Es fragt sich aber, durch was fir eine Gleichung nun die Grosse
¢, bestimmt wird. Die Werthe, welche diese (irdsse vermdge der Ver-
tauschungen der Gruppe [ annimmt, seien

911 G2y« - - Ga-
Es wird dann die Gleichung
F—g)(@—g)... (& —ga) =0,
welche zur Abkiirzung mit
f(z)=0
bezeichnet werden mige, durch die Grdsse g, befriedigt werden. Die
Coefficienten der Gleichung sind rationale Functionen der Grossen ¥
und werden durch die Vertauschungen der Gruppe I' nicht geiindert,
sind also Grossen des Bereichs (v). Die Gleichung ist auch irredu.
c¢ibel. Wenn nimlich irgend eine Function f,(z), deren Coefficienten
dem Bereich (r) angehtren, fiir = g, verschwindet, so kaun man in
der Gleichung

f. (9 0= 0
die Substitutionen der Gruppe I' ausfithren, woraus dann folgt, dass
auch
' fo(g) = =T[(g) =0
1st.

Um die Gruppe der Gleichung
f@) =0
zu finden, betrachte man eine rationale Function der Grissen
915 G2y - - - Ix-
Diese Function ist zugleich eine rationale Function von §, &, .. . &
die Coefficienten gehoren in beiden Fillen dem urspriinglichen Rationa-
lititsbereich an. Die fragliche Function wird nun einen rationalen
Werth haben oder nicht, je nachdem die Substitutionen der Gruppe I’
sie unverindert lassen oder nicht. Die Wirkung jeder dieser Substi-
tutionen der Grossen £ auf die Function kommt einer Vertauschung
der Grossen g gleich. Die Gesammtheit der so entstehenden Ver-
tanschungen der Grdssen g, gs, - - - g« bildet die friiher mit & bezeich-
nete Gruppe. Diese Gruppe wird somit die der Gleichung f(z) =0
zugehorige sein.*)
wMN‘;;; Verg\ 2. B. F. Klein Vorlesungen lber das Ikosaeder etc. pag. 88.
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Wenn insbesondere die Vertanschungen der Gruppe I, welche die
Grosse g, nicht andern, eine ausgeseichnete Untergruppe H der Groppe
I bilden, so ist die Gruppe der Gleichung f(z) = 0 holoedrisch iso-
morph mit der mit dem Symbol I'|H bezeichneten Gruppe.

§ 20.
Ueber die Reduction einer Gleichung mit zusammengesetzter Gruppe.

Die Aufgabe, die Wurzeln einer Gleichung von der Gruppe ' zn
bestimmen, kann also in zwel Schritte zerlegt werden, wenn die
Gruppe eine ausgezeichnete Untergruppe H besitzt. Es ist zuerst eine
Gleichung von der Gruppe I'|H zu bilden, und indem man nun eine
Wourzel der letzteren Gleichung als rational bekannt annimmt, hat man
zur Bestimmung der gesuchten Warzeln nock die urspriingliche Glei-
chung, welche jetzt die Gruppe H besitzt.

Ich betrachte noch den speciellen Fall, in welchem die Gruppe I
als das directe Product der Gruppen I'|H und H sich darstellt. Man
kann in diesem Fall (Vergl. § 8) aus den einzelnen Classen der Sub-
stitutionen von I', welche die Gruppe I'|H constituiren, je eine Sub-
stitation so auswihlen, dass die Gesammtheit der ausgewihlten Sub-
stitutionen eine in I' ausgezeichnete Untergruppe H' bildet. Die Gruppen
H und H’ haben dann ausser der Identitit keine Substitution gemein.

Man kann nun in diesem Fall ausser der Grosse g, welche bei
den Substitutionen der Gruppe H ungedndert bleibt, eine zweite in den
Gleichungswurzeln rationale Grosse g einfiihren, welche bei den Sub-
stitutionen der Gruppe H' und nur bei diesen ungedndert bleibt. Aus
den Grdssen g, und g kann man jetzt eine neue

ag, + by’
linear zusammensetzen, welche die Eigenschaft hat durch jede Substi-
tution der Gruppe I', ausser der identischen, geindert zu werden. Die
Adjunction dieser linearen Function reducirt die Gruppe der urspriing-
lichen Gleichung auf die Identitit. Die Wurzeln der vorgegebenen
Gleichung sind also in g; und ¢ rational.®)

Man hat also in diesem besonderen Fall eine Wurzel einer Glei-
chung von der Gruppe [|H oder H' zu bestimmen, dann, unter Fest-
haltung des urspriinglichen Rationalititsbereichs, eine Wurzel einer
Gleichung von der Gruppe I'|H' oder H zu bestimmen; aus den beiden
so gewonnenen Irrationalititen kann man dann die Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung unmittelbar zusammensetzen.

Fir eine Gleichung mit beliebiger Gruppe I' gewinnt man durch

*) Hinsichtlich des Verhilinisses der drei Irrationalititen ¢, g’ und @ g, + by’
vergl. auch Kneser, Math. Ann. Bd. 30 p. 179. s
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Wiederholung des am Anfang dieses Paragraphens suseinandergesetzien
Verfahrens das Resultat: Jede Gleichung lisst sich auf eine Ketle von
Gleichungen mit einfachen Gruppen zuriickfihren. Die dabei aoftre-
tenden Gruppen sind die friher definirten Factorgruppen der Gruppe I'.
Die Wurzeln der Hiilfsgleichungen sind rational in den Wurzeln der
urspriinglichen Gleichung.

§ 21.
Adjunetion accessorischer Irrationalititen.

Die wesentlichste Aufgabe ist jetzt die, zu beweisen, dass diese
einfachen Gruppen unvermeidlich®) sind und sich auch nicht umgehen
lassen, wenn man als Hiilfsgrossen ,accessorische¥ Irrationalititen ein-
fihrt, d. h. solche, welche sich nicht aus den Wurzeln der gegebenen
Gleichung rational zusammensetzen.

Zu diesem Ziel fibrt der schon einmal citirte Satz von Herrn C.
Jordan**). Ich reproducire denselben hier mit sammt dem Beweise,
indem ich ihn zugleich in der Richtung vervollstindige, welche durch
den frilher gewonnenen gruppentheoretischen Begriff gegeben ist:

Wenn die Gruppe G einer Gleichung F (z) = 0 bei der Adjunction
der simmilichen Wurzeln einer zweiten Gleichung §(x) == O sich auf die
Gruppe G' reducirt, so reducirt sich auch die Gruppe & der zweilen
Gleichung bei der Adjunction der simmilichen Wursgeln der ersten Glei-
chung auf eime Gruppe &'; G’ und &' sind ausgezcichnele Untergruppen
von G bezichungsweise 5. Dabei sind die durch die Symbole G | G’ und
G | G dargestellten Gruppen holoedrisch isomorph.

Der Rationalititsbereich fiir die beiden Gleichungen F(z) == 0 und
(@) = O wird urspriinglich als ein und derselbe vorausgesetzt.

§ 22.

Zum Beweis bilde man eine rationale Function g, der Wurzeln
E,, Ey, ... £ der ersten Gleichung, so dass diese Function bei den
Vertauschungen der Gruppe G sich nicht indert und bei allen anderen
Vertauschungen eine Aenderung ihres Werths erfahrt. Die Coefficienten
der Function sollen dem urspriinglichen Rationalitatsbereich angehdren,
der wieder mit (r) bezeichnet werden mdge. Es ist dann nach Vor-
aussetzung

*) Dies ist auch die Verallgemeinerung der von Galois ausgesprochenen
Thatsache, dass eine Gleichung mit einfacher Gruppe durch Transformation micht
auf Gleichungen mit kleineren Gruppen reducirt werden kann. Vergl. den be-
rihmten Brief an Chevalier in den Galois'schen Werken p. 25: ,0n aura
bean transformer cette équation* ete.

**) Traité des subst, etc. pg. 269, 270.
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91 =91 (B> N2s - - - Na))
wenn %y, 7, - - - 4w die Wurzeln der Gleichung § = O bedeuten. Nun

sollen g, g, . - . = die sammtlichen numerisch verschiedenen Werthe
bedenten, welche die Grosse g, durch die in der Gruppe G enthaltenen
Vertauschungen der Grossen £ erhalten kann. Die Gruppe G enthalt
also den x'® Theil der Substitutionen der Gruppe G. Ferner seien
@1y @y, - - - @; die simmtlichen numerisch verschiedenen Werthe, welche
die Grosse g, vermbge der Gruppe & von Vertauschungen der Grossen
n erhilt. Sowohl die » Grossen g, als auch die ! Grdssen ¢ sind
Waurzeln einer irreducibeln Gleichung. Diese beiden irreducibeln Glei-
chungen haben die eine Wurzel g, = ¢, jedenfalls gemeinsam, die-
selben miissen also vollstindig Gbereinstimmen. Es werden also die
Grossen g,, gy, . .- g mit den Gréssen @,, ¢,, ... ¢ abgesehen von
der Ordnung zusammenfallen, woraus zugleich folgt, dass x =1 ist.

Die Grossen @,, @,, - - . @; sind rationale Functionen der Grossen
My Moy - . 7w und der Grossen des Bereichs (v). Es sind also die
Grossen g, ¢y, - - - gx alle rational, nachdem man der ersten Gleichung
die simmtlichen Grossen 5 adjungirt hat. Es folgt daraus, dass die
Grossen g, aufgefasst als Functionen der Grossen £, bei den Ver-
tauschungen der Gruppe ungeiindert bleiben, welche nach der Adjunc-
tion der Gleichung F(z) == O zugehort, d. h. bei den Vertauschungen
der Gruppe G'. Andererseits bildet die Gesammtheit der Substitutionen
der Gruppe G, welche die Grosse g, numerisch ungeindert lassen, eine
Gruppe, welche aus G durch Transformation hervorgeht, welche also
auch mit G’ dieselbe Ordnung haben muss. Diese transformirte Gruppe
muss zugleich die Gruppe G’ selbst enthalten, ist also mit der letz-
teren identisch. Dasselbe gilt fir die Gruppen, welche die iibrigen
Grossen g ungedindert lassen, woraus folgt, dass G’ eine ausgezeichnete
Untergruppe der Gruppe G ist.

Die Gruppe der irreducibeln Gleichung f(z) == O, welcher die
Grosse g, gentigt, ist also (s. § 19) mit der Gruppe G| G’ holoedrisch
isomorph.

Nun sei § die Gesammtheit der in der Gruppe & enthaltenen Ver-
tauschungen der Gréssen 7, welche die Function

P11 M2y - -+ M)
ungedndert lassen. Da die Grosse ¢, Wurzel einer irreducibeln Glei-
chung vom xten (Ite2) Grad ist, wird nach § 16 und § 19 die Gruppe
den xte» Theil der Substitutionen der Gruppe & enthalten. Die Ad-
junction der Grosse ¢, oder, was dasselbe ist, g, wird also die Gruppe
® der Gleichung § = O auf den w'® Theil ihrer Substitutionen redu-
ciren (§ 18).

Die Grosse g, ist in den Grdssen £, §,, ... %, rational. Wenn
man also die letzteren Grossen der Gleichang § = O adjungirt, so wird
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dieselbe eine Gruppe erhalten, welche eine Untergrappe der Gruppe $
ist, falls sie nicht mit dieser zusammenfallt. Die Gruppe & ist also
in der Gruppe $ enthalten,

Man hat also das Resultat: Die Gruppe der Gleichung § == 0 wird
durch die Adjunction der simmtlichen Wurzeln der Gleichung F' w= 0
mindestens auf den x* Theil reducirt, wenn die Gruppe der Gleichung
F =0 durch die Adjunction der Wurzeln der anderen genau auf den
x** Theil reducirt wird. Dieser Schluss kann aber umgekehrt werden,
indem man die Gleichungen F =0 und {§§ == 0 in dem Ausspruch des-
selben vertauscht. Es folgt daraus, dass auch die Gruppe der Gleichung
& = 0 durch die Adjunction der Wurzeln der andern genau suf den
xt» Theil reducirt wird. Nach der Adjunction ist & die Gruppe, diese
muss also mit §, d. h. mit der Gesammtheit der Substitutionen von @,
welche die Function @, (%, 1., . . - ) unverindert lassen, vollstindig
zusammenfallen.

Die Gruppe G’ ist nun eine ausgezeichnete Untergruppe von &
aus demselben Grund, aus dem G’ in G ausgezeichuet enthalten ist.
Die irreducible Gleichung, welcher die Grosse ¢, geniigt, hat also nach
§ 19 eine Gruppe, welche der mit dem Symbol &| @’ bezeichneten
holoedrisch isomorph ist.

Diese Gleichung ist aber mit der Gleichung f(#) == 0 identisch.
Die Gruppen G|G’ und &| @’ sind demnach holoedrisch isomorph.

Wenn insbesondere die Gruppe (& einfach ist, so muss bei der Ad-
junction, falls iberhaupt eine Reduction der Gruppen eintreten soll,
die Gruppe & sich auf die Identitit reduciren. Es ist dann die Gruppe
GG’ mit der Gruppe @ selbst holoedrisch isomorph. Die simmtlichen
Waurzeln der zweiten Gleichung §(«) == O sind in diesem Fall rational
in den Wurzeln der ersten Gleichnng F(x) == 0.¥)

§ 23.
Losung des im Eingang gestellten Problems.

Nun kann man zur Beantwortung der in der Einleitung aufge-
worfenen Frage schreiten; dieselbe soll gleich etwas aligemeiner gefasst
werden.

Es sei eine Gleichung F(z) == 0 vorgelegt, deren Coefficienten
einem gegebenen Rationalititsbereich (vr) angehbren. Statt nun die
Waurzeln der vorgelegten Gleichung direct zu bestimmen, kann man
folgendermassen verfahren: Man stellt zuerst ecine Hélfsgleichung
F,(2) = 0 auf, deren Coefficienten auch dem Rationalitatsbereich (r)
angehoren, und von welcher eine oder mehrere Wurzeln spiter als

% Vgl C. Jordan a, a. 0. p. 270, Nr. 380 Corollaire 1I.

Mathematische Annalen, XXXIV, 4
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Hiilfsgrossen gebraucht werden. Dann stellt man eine zweite Hilfs-
gleichung F, (z) = 0 auf, deren Coefficienten in den eingefiihrten Hiilfs-
grossen rational sind und nimmt eine oder mehrere Wurzeln dieser
neuen Hilfsgleichung zu den Hiilfsgrossen hinzu. So fihrt man fort;
schliesslich soll es moglich sein, die simmtlichen Wurzeln der vorge-
legten Gleichung F — 0 in den allmahlig eingefihrten Hiilfsgréssen
rational auszudriicken.

Es ist zu bemerken, dass die Grossen des urspriinglichen Rationali-
tatsbereichs (r) mit in die Ausdriicke em,_,ehen ohne dass dies fiberall
besonders hinzugefiigt ist.

Von den Hilfsgleichungen moge Jetzt gar nichts weiter voraus-
gesetzt werden, als dass dieselben keine mehrfachen Wurzeln besitzen.
Dasselbe werde auch von der Gleichung F(z) =0 selbst ange-
nommen.

§ 24.

Die Gruppe der gegebenen Gleichung F(x) = O werde mit [ be-
zeichnet. Dabel wird der gegebene Rationalititsbereich (r) zu Grund
gelegt. Hinsichtlich der fiir die Hiilfsgleichungen zu Grund zu legenden
Rationalititsbereiche ist noch eine gewisse Willkiirlichkeit vorhanden.
Die Coefficienten der Gleichung F,(z) = O sollen nimlich in gewissen
von den Wurzeln der Gleichung F) (z) = O rational sein, und man kann
nun zum Zweck der Betrachtung der Gleichung F, = O entweder nur
diese Wurzeln oder alle Wurzeln der Gleichung F, = 0 adjungiren.
Es ist aber auch nicht ausgeschlossen, dass die Coefficienten der Glei-
chung F, == 0 noch dem Bereich (r) selbst angehGren, und dass die
durch die Gleichung F, = O eingefiithrten Hiilfsgrossen erst spiter ge-
braucht werden. In diesem Fall ist fur die Betrachtung der Gleichung
F, = 0 zunichst keine Erweiterung des Rationalititsbereichs erforder-
lich, Die allgemeinste Auffassung wird desshalb die im Folgenden ge-
wihlte sein.

Fiir jede Hiilfsgleichung F, () = 0 werde irgend ein Rationalitits-
bereich (v,) besonders eingefithrt, nur so, dass die simmtlichen Grossen
des Bereichs (1,) rational sind in den Grdssen des Bereichs (r) und den
Waurzeln der Hiilfsgleichungen, welche der Gleichung F, = 0 voran-
gehen; natiirlich muss der Bereich (r,) die Coefficienten von F, um-
fassen, und es wird ausserdem angenommen, dass die urspriinglich als
rational betrachteten Grossen des Bereichs (r) simmtlich im Bereich
(v,) enthalten seien.

§ 25.
Unter dieser Voraussetzung mdgen die Gruppen
M, 0,0, ...
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den Gleichungen .
Fi=0, F,=0,F==0, ...
zugehbren,

Jede dieser Gleichungen, welche keine einfache Gruppe bat, wird
in der frither angegebenen Weise (§ 20) durch eine Kette von einfachen
Gleichungen ersetzt. Man erhillt dadurch eine neue Folge von Glei-
chungen

fi=0,f,=0, fi=0,...f =0,

welche zusammen mit der Reihe der zugeordneten Rationalitiitsbereiche
(Vgl. § 19 und § 20) dieselben Eigenschaften aufweist wie die voran-
gehende Reihe, wobei aber die den letzten Gleichungen zugehdrigen
Gruppen

G, G, Gy, ... G,
alle einfach sind. Die friiheren Gleichungen F, == O treten unter diesen
Gleichungen f; = 0 mit auf, nur erscheinen sie jetzt als mit neuen
Rationalititsbereichen versehen.

Die einfachen Gruppen

G, G, G, ... G,
sind nichts Anderes als die Gesammtheit der Factorgruppen des Ag-
gregats

IR ORI

Es kann dabei eine der Gruppen auch mehrmals vorkommen, dieselbe
muss dann unter den Gruppen G, G,, ... G, genau ebenso oft auf-
treten, als sie in dem Aggregat

M, r,r,..
als Factor enthalten ist.

§ 26.

Jetzt moge in der Festlegung der Rationalititsbereiche eine Aen-
derung eintreten:

Rationalititsbereich fiir die erste Gleichung f, == 0 ist und bleibt
der Bereich (r). Der zweiten Gleichung f, =0 sollen aber jetzt die
simmtlichen Wurzeln der Gleichung f, = O adjungirt werden, wofern
diese Wurzeln nicht iberhaupt schon alle zum Rationalitatsbereich der
zweiten Gleichung gehoren. Es kann nun der Satz angewendet werden,
dass bei der Adjunction der simmtlichen Wurzeln einer Gleichung die
Gruppe sich auf eine ausgezeichnete Untergruppe reducirt (Vgl. § 21
und § 22). Allerdings war friher vorausgesetzt worden, dass der Ra-
tionalitatsbereich der Gleichung, deren Wurzeln adjungirt werden, Gber-
einstimme mit dem Rationalititsbereich der Gleichung, welcher jene
Waurzeln adjungirt werden. Es bat jedoch keine Schwierigkeit, fiir den
Augenblick den der Gleichung f, == 0 zugehorigen Rationalitatsbereich

41
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auch als Bereich fiir die Gleichung f, = O anzusehen, denn die Coeffi-
cienten von f;, gehdren zum Bereich (r) und sind desshalb auch in dem
andern Rationalititsbereich enthalten. Wenn also die Gruppe G, der
Gleichung f, = O sich durch die gemachte Adjunction Giberhaupt redu-
cirt, so reducirt sie sich auf eine ausgezeichnete Untergruppe; die
Gruppe G, sollte aber einfach sein, dieselbe reducirt sich also in dem
angenommenen Fall auf die Identitit. Es sind also dann alle Warzeln
der Gleichung f, = O rational in den Grossen des Bereichs (r) und in
den Wurzeln der ersten Gleichung f; = 0; man kann also die Glei-
chung f, = O unbeschadet der Eigenschaften des Gleichungssystems
weglassen.

Ganz in derselben Weise kann man nun die simmtlichen Wurzeln
der Gleichung f, = O der Reihe nach jeder der Gleichungen

£i=0,fi=0,...

adjungiren. Es gilt dabei immer der Satz, dass eine solche Adjunction
die Gruppe der betreffenden Gleichung entweder unverindert lisst, oder
auf die Identitit reducirt. Ist letzteres z. B. bei der Gleichung f, =0
der Fall, so sind deren Wurzeln Gréssen des so erweiterten Rationa-
litétsbereichs der Gleichung, diese Wurzeln sind also jedenfalls rational
in den Grossen des Bereichs (r) und in den Wurzeln der Gleichungen
fe=0,wor=1,2,...»— 1. Man kann in diesem Fall die Glei-
chung f, = 0 unbeschadet der Eigenschaften des Gleichungssystems
weglassen.
Man findet so eine Reihe von Gleichungen

fl(‘z) = O: f,u.,(x) = 0, cae

Gy, G,y .-

Dabei bestehen dieselben Eigenschaften wie vorher, nur ist in dieser
Reihe der Rationalititsbereich der zweiten Gleichung durch die simmt-
lichen Gréssen gebildet, welche aus den Grossen des Bereichs (r) und
den Wurzeln der ersten Gleichung rational zusammengesetzt werden
konnen, und dieser Rationalititsbereich ist auch in den andern, den
nachfolgenden Gleichungen zugehdrigen Rationalititsbereichen mit ent-
halten. Die neue Reihe entstand aus der Reihe

fi=0,f=0,f=0,...ft=0
durch Aenderung der Rationalititsbereiche und eventuelle Weglassung
einzelner Gleichungen.

mit den Gruppen

§ 21.
Nun adjungire man die simmtlichen Wurzeln der Gleichung
fu(2) =0
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den simmtlichen Gleichungen der gefundenen neuen Reihe von der
dritten an and wiederhole genau dieselbe Betrachtung,

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man schliesslich eine
Gleichungskette

f(@) =0, fu,(z) =0, fu,(@) =0, ... [, (£) =0
von folgenden Eigenschaften:

Der Rationalititsbereich der ersten Gleichung ist der Bereich (x).
Der Rationalititsbereich jeder anderen Gleichung ist durch die Ge-
sammtheit der Grdssen gegeben, welche in den Wurzeln der voran-
gebenden Gleichungen und den Grossen des Bereichs (v) rational sind.

Die Gruppen
Gy, Gy, Gy --. Gy,

der Gleichungen sind alle einfach. Mit Hilfe der simmtlichen Wur-
zeln aller dieser Gleichungen lassen sich die simmtlichen Wurzeln der
urspriinglich gegebenen Gleichung F(z) == 0 rational ausdriicken.
Dabei bilden die Gleichungen dieser letzten Kette einen Theil der
Gleichungen
fi=0,f£=0,f;=0,... =0

§ 28

Es mogen jetzt der Gleichung F(z) = 0, welcher urspriinglich der
Rationalititsbereich (r) zukommt, die simmtlichen Wurzeln der Glei-
chung f, = O adjungirt werden. Die Gruppe der Gleichung F o= 0
war [; nach der Adjunction sei dieselbe . Entweder ist nun I'" mit
I identisch, oder, wenn wirklich eine Reduction eintritt, ist die mit
[’ bezeichnete Gruppe holoedrisch isomorph mit der Gruppe G, der
Gleichung f, == 0 (Vgl. den Schiuss von § 22), so dass also die Gruppe I
sich im abstracten Sinne als Product der Gruppen Gy und T darstelit.
In diesem Fall sind dic simmtlichen Wurzeln der Gleichung /) = 0
rational in den Wurzeln der Gleichung F(2) = 0.

Nachdem diese Adjunction vollzogen ist, sollen alle Wurzeln der
Gleichung f,,(z) = O noch ausserdem der Gleichung F(z) == 0 adjun-
girt werden. Nach dieser Adjunction sei [ ” die Gruppe. Es ist dann
entweder I'” mit I’ identisch, oder es stellt sich die Gruppe I'" dar als
Product der Gruppen G,, und ", in welchem Fall die Wurzeln der
Gleichung f,, =0 alle rational sind in den Wurzeln der Gleichung
F =0 und denen der Gleichung f; = 0.

Man adjungirt jetzt ausserdem noch die simmilichen Warzeln der
Gleichung f., = O und fahrt so fort. Es gilt allgemein: Wenn bei der
Adjunction der Wurzeln der Gleichung f,, =0 eine Reduction der
Gruppe eintritt, so sind die Wurzeln dieser Gleichung rational in den
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Wurzeln der Gleichung F(z) = 0 und den Wurzeln der Gleichungen
fu, = 0, welche der Gleichung f,, =0 vorangehen; zugleich spaltet sich
in diesem Fall die Gruppe, welche der Gleichung F'= 0 vor dieser
Adjunction zukam, in ein Product, dessen erster Factor der Gruppe
der Gleichung f,, = O holoedrisch isomorph ist, und dessen zweiter
Factor die Gruppe ist, die nach der Adjunction der Gleichung F' =0
zugehort.

Da man durch die genannte Folge von Adjunctionen schliesslich
dazu gelangen muss, die Wurzeln der Gleichung F = O rational aus-
zudriicken, so muss die Gruppe dieser Gleichung schliesslich auf die
Identitdt reducirt werden.

Es folgt daraus, dass die Gruppe ' als Product eines Theils der
Groppen

G, Gy, Gy, .- Gy,
darstelibar ist.

Wenn somit g die Anzahl der einfachen Factorgruppen der Gruppe
I bedeutet, so ist

r2oe.
Es kann nur dann

r=e
sein, wenn bei jeder der in diesem Paragraphen erwihnten Adjunec-
tionen wirklich eine Reduction der Gruppe eintritt. Wie eine genauere
Ueberlegung zeigt, sind dann alle Wurzeln der simmtlichen Glei-
chungen f, = O rational in den Wurzeln der urspriinglich gegebenen

Gleichung.

§ 29.
Ich gehe jetzt zu den Gleichungen
Fi(@) =0, Fy(z) =0, ...
zuriick. Zor Gleichung F, == O gehorte die Gruppe I,. Die simmt-
lichen Gruppen Iy, [,, ... geben zusammen die einfachen Factoren
Gy, G,,...G,.
Ein Theil dieser letzteren Gruppen constituirt die Reihe
Gy Groy Gy - - - G

Die Gesammtheit der ¢ einfachen Factoren der der Gleichung F'(z) = 0
zugehorigen Gruppe I muss in der letzten Reihe enthalten sein. Es
miissen also auch die simmtlichen einfachen Factoren der Gruppe I’

in der Gesammtheit der einfachen Factoren des Aggregats I, I, Iy, .
enthalten sein.

Zwischen den Zahlen o, r, ¢ besteht die Beziehung
6>rz2>Q.
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Ich betrachte jetzt den Fall 6 == g, d. h. den Fall, in welchem
die einfachen Factoren der Gruppe [ mit den einfachen Fuactoren des
Aggregats [, I, g, . . . abgesehen von der Ordnung Ubereinstimmen.
Die Annahme 6 == ¢ zieht die beiden Folgerungen nach sich, dass
r =g und 6 == r ist. Die erste dieser Bedingungen bringt es mit sich,
dass die Wurzeln der mit f,, == O bezeichneten Gleichungen (Vgl. § 28)
in den Wurzeln der Gleichung F == 0 rational sind. Avus der Glei-
chung 6 = r folgt, dass bei den in § 26 und § 27 vorgenommenen
Aenderungen der Rationalititsbereiche keine einzige von den mit

fi=0,fi=0, ... fou=0

bezeichneten Gleichungen in Wegfall kommen darf. Das System der
letzteren Gleichungen ist also in diesem Fall identisch mit dem System

fi=0, fu,=0, fi,=0,... [, =0,
In diesem System treten also auch die Gleichungen
F,=0, F,=0,..
anf, denn diese miissen nach § 25 in dem andern System auftreten.

Also sind auch die Wurzeln der Gleichungen F, = 0 im angenomme-
nen Fall alle rational in denen der Gleichung F = 0.

§ 30.
Schlussergebniss.

Ich fasse jetzt das Resultat zusammen:

Als gegeben wird vorausgesetzt eine Gleichung F'(z) = O und dazu
ein Rationalititsbereich (r), dem die Coefficienten der Gleichung an-
gehoren. Die der Gleichung zugehirige Gruppe heisse I'. Die Glei-
chung sei jetzt auf eine Kette von Hilfsgleichungen

F,=0, F,=0, F; =0, ...

zuriickgefithrt, so dass also die simmtlichen Wurzeln der Gleichung
F(z) = 0 sich aus den Grossen des Bereichs (v) und den Warzeln der
Hiilfsgleichungen von der ersten bis zur letzten rational zusammen-
setzen. Die Hilfsgleichungen bilden eine Kette, sofern die Coefficienten
einer jeden rational sind in den Wurzeln der vorangehenden Hulfs-
gleichungen und den Grossen des Bereichs (r). Der Rationalitiitsbereich
der Gleichung F, =0 ist der Bereich (r). Der Rationalitatsbercich
fir die Gleichung F, = O enthalt deren Coefficienten, umfasst den Be-
reich (r) und ist in dem Rationalititsbereich enthalten, der aus dem
Bereich (r) und den Wurzeln der Gleichungen

F,=0, F,=0,... Fouy=0
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zusammengesetzt werden kann; im Uebrigen darf derselbe beliebig ge-
wahlt werden.

Unter diesen Voraussetzungen kann der folgende Satz ansgesprochen
werden,

Die Gruppen der Hiilfsgleichungen enthalten in ibrer Gesammtheit
das Aggregat der ¢ einfachen Factorgruppen der Gruppe . Fir die
Zahl der einfachen Factoren, welche die Gruppen der Hilfsgleichungen
zusammen aufweisen, ist also damit ein Minimum gegeben. Wenn
ferner jene Zahl das Minimum ¢ nicht Gberirifft, so sind die simmi~
lichen Wurzeln aller Hiilfsgleichungen rational in den Wurzeln der
gegebenen Gleichung F(z) = 0 und den Grissen des Bereichs (7).

Setzt man von Anfang an voraus, dass die Hiilfsgleichungen ein-
fache Gruppen besitzen, so ist ¢ die Minimalzahl der nothwendigen
Hilfsgleichungen. Wenn ausserdem die Zahl der Hiilfsgleichungen die
Minimalzahl nicht iibertrifft, so sind die Wurzeln derselben simmtlich
patiirlicke Irrationalititen.

Man kann einen Zhnlichen, nicht ganz so einfachen Satz formu-
liren, falls durch die Kette der Hilfsgleichungen nur eine einzige
Wurzel der Gleichung ¥ (%) = O bestimmt werden soll.

Stuttgart, den 10. October 1888.
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